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ة ال  ثالثة عش  المحاضر

 خواص التكامل العقدي: 

ن على طريق  𝑓 ،𝑔 ليكن  ن كمولي  ن عقديي    Γ  ،𝛼تابعي 
 
  ثابتا

 
   𝑓، و عقديا

ا
ن  كمول ،  Γ1على طريقي 

Γ2  بحيث تكون نهايةΓ1  بداية لـΓ2 عندئذ . : 

1)  ∫ 𝑓 + 𝑔
 

Γ

= ∫ 𝑓
 

Γ

+ ∫ 𝑔
 

Γ

 

2)  ∫ 𝛼𝑓
 

Γ

= 𝛼 ∫ 𝑓
 

Γ

  

3)  ∫ 𝑓 + 𝑔
 

Γ−

= − ∫ 𝑓
 

Γ

 

ي  −Γحيث 
 والممسوح بالتجاه المعاكس " من النهاية إلى البداية".  Γهو المنحنن

∫   احسب التكاملمثال: 
1

𝑧

 

𝐶 −(0,1)
𝑑𝑧 . 

Γ إذا كان  = 𝐶+(0,1)  ، 
ّ
−Γفإن = 𝐶−(0,1) :  ، وبالتالىي

∫
1

𝑧

 

𝐶 −(0,1)
𝑑𝑧 = − ∫

1

𝑧

 

𝐶 +(0,1)
𝑑𝑧 = −2π𝑖 

ة السابقة. حيث التكامل الأخي  تم  ي المحاضن
 حسابه فن

4)  ∫ 𝑓
 

Γ1⊕Γ2

= ∫ 𝑓
 

Γ1

+ ∫ 𝑓
 

Γ2

  

∫احسب التكامل  : مثال 𝑓(𝑧)
 

Γi
𝑑𝑧  حيث𝑓(𝑧) = (𝑦 − 𝑥) + 𝑖 (3𝑥2) ، 

Γ1 = [𝑂𝐴], Γ2 = [𝑂𝐵], Γ3 = 𝑂𝐴𝐵(مثلث), 𝐴 = 𝑖, 𝐵 = 1 + 2𝑖 

 الحل: 

  
ّ
ي والتخيلىي للتابع إن

ن  ا ي  كث  𝑓الجزأين الحقيق  ن  حدود بمتحولي  ، فهما مستمران على  حقيقيي 

ℝ2   فإن  وبالتالىي𝑓  مستمر علىℂ التابع إن ، و 
ّ
القطع المستقيمة جميعها ملساء، وبالتالىي فإن

 كمول على هذه القطع. 

العدد العقدي المقابل للنقطة  𝑍𝑎، وكان لدينا [𝐴𝐵]ملاحظة: إذا كان لدينا قطعة مستقيمة 

𝐴 وكان لدينا ،𝑍𝑏  العدد العقدي المقابل للنقطة𝐵 
ّ
 : التابع، فإن

𝛾(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑧𝑎 + 𝑡𝑧𝑏 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

ي بدايتها 
 .  𝐵ونهايتها  𝐴هو تمثيل وسيطي للقطعة المستقيمة الن 
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ي الأول:  حساب التكامل على من أجل
 المنحنن

Γ1 : 𝛾1(𝑡) = 𝑖𝑡 ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 ,  𝑥𝛾(𝑡) = 0, 𝑦𝛾(𝑡) = 𝑡 , �́�1 (𝑡) = 𝑖 

∫ 𝑓(𝑧)
 

Γ1

𝑑𝑧 = ∫ 𝑓(𝛾1 (𝑡))�́�1(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 = ∫ (𝑡
1

0

) 𝑖 𝑑𝑡 = 𝑖 [
𝑡2

2
]

0

1

=
𝑖

2
 

:  حساب التكامل علىمن أجل  ي
ي الثانن

 المنحنن

Γ2 : 𝛾2(𝑡) = (1 − 𝑡)0 + 𝑡(1 + 2𝑖) = 𝑡(1 + 2𝑖)  ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

∫ 𝑓(𝑧)
 

Γ2

𝑑𝑧 = ∫ (((2𝑡 − 𝑡) + 𝑖(3𝑡2
1

0

)) (1 + 2𝑖) 𝑑𝑡 

                      = (1 + 2𝑖) [
𝑡2

2
+ 𝑖𝑡3]

0

1

= (1 + 2𝑖) (
1

2
+ 𝑖) = −

3

2
+ 2𝑖  

ي الثالث )المثلث( وهو مجموع ا حساب التكامل علىمن أجل 
ثلاث قطع مستقيمة للمنحنن

  : )ملساء(، أي أن

Γ3 = [𝑂𝐴]⨁[𝐴𝐵]⨁[𝐵𝑂] 

⟹ ∫ 𝑓(𝑧)
 

Γ3

𝑑𝑧  = ∫ 𝑓(𝑧)
 

[OA]
𝑑𝑧 + ∫ 𝑓(𝑧)

 

[AB]
𝑑𝑧 + ∫ 𝑓(𝑧)

 

[BO]
𝑑𝑧  

ي تكامل اللنحسب 
ي فن

 : الحد الثانن

[AB]: 𝛾(𝑡) = (1 − 𝑡)𝑖 + 𝑡(1 + 2𝑖) = 𝑡 + 𝑖(1 + 𝑡)  ∶ 0 ≤ 𝑡 ≤ 1 

∫ 𝑓(𝑧)
 

[AB]
𝑑𝑧 = ∫ (((1 + 𝑡 − 𝑡) + 𝑖(3𝑡2

1

0

)) (1 + 𝑖) 𝑑𝑡 

                          = (1 + 𝑖)[𝑡 + 𝑖𝑡3]0
1 = (1 + 𝑖)(1 + 𝑖) = +2𝑖 

⟹ ∫ 𝑓(𝑧)
 

Γ3

𝑑𝑧 =
𝑖

2
+ 2𝑖 − (−

3

2
+ 2𝑖) 

 : ملاحظة

ي هذا التمرين
 قيمة التكامل على  : فن

ّ
وبالتالىي  [𝐴𝐵]⨁[𝑂𝐴]مختلفة عن قيمته على  [𝑂𝐵]إن

 الت
ّ
 بالحالة العامة.  كامل غي  مستقل عن الطريق المسلوكنستنتج أن

 على طريقٍ  𝑓( إذا كان 5
 
ه يوجد Γمحدودا

ّ
𝑀، أي أن > |𝑓(𝑧)|بحيث  0 ≤ 𝑀  لأجل كل𝑧 

  Γمن 
ّ
∫|  : فإن 𝑓

 

Γ
| ≤ 𝑀𝐿(Γ)، ه إذا كان التابع محدود

ّ
 طويلة تكامله ا أي أن

ّ
على طريقٍ ما، فإن

 على الطريق  ساوي( العنصر الراجح لطويلة التابع)أصغر أو تعلى ذلك الطريق لن تتجاوز 
 
وبا مصرن

 بطول الطريق. 
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 لطويلة  مثال: 
 
ن راجحا    : التكامل التالىي عي ّ

∫
𝑒 𝑧

𝑧2 + 1
 𝑑𝑧

 

|𝑧|=2

 

  الحل: 

|𝑧|من الدائرة  𝑧إذا كان  = 2−فإن  2 ≤ 𝑥 = 𝑅𝑒 𝑧 ≤ 2  
ّ
 : وإن

|𝑒 𝑧| = 𝑒𝑅𝑒 (𝑧) = 𝑒 𝑥 ≤ 𝑒2 

 
ّ
𝑒حيث أن 𝑥  .ايد ن :  هو تابع مي 

ّ
 من جهةٍ أخرى، نعلم أن

|𝑎 ± 𝑏| ≥ ||𝑎| − |𝑏|| 

⟹ |𝑧2 + 1| ≥ ||𝑧2| − |1|| 

⟹ |𝑧2 + 1||𝑧|=2 ≥ |22 − 1| = 3 

⟹
1

|𝑧2 + 1||𝑧|=2
≤

1

3
 

⟹ |𝑓(𝑧)| = |
𝑒 𝑧

𝑧2 + 1 
| ≤

𝑒2

3
= 𝑀 ∶ ∀𝑧 ∶ |𝑧| = 2 

 (: 5السابقة ) وعليه يكون وحسب الخاصة

|∫
𝑒 𝑧

𝑧2 + 1 

 

|z|=2

𝑑𝑧| ≤
𝑒2

3
(2𝜋(2)) =

4

3
𝑒2𝜋 

2𝜋(2)طول الطريق )الدائرة( يساوي  أن حيث = 2π𝑟 . 

∫احسب التكامل  تمرين: 
1

𝑧

 

Γ
𝑑𝑧  حيثΓ هو مربــع رؤوسه : 

𝐴 = 1 + 𝑖, 𝐵 = −1 + 𝑖 , 𝐶 = −1 − 𝑖 , 𝐷 = 1 − 𝑖  

 سيحل فيما بعد. 

هنة:    𝑓، وكان لــ 𝐺مستمر على منطقة  𝑓إذا كان مير
 
 أصليا

 
 𝐺على  𝐹تابعا

ّ
 : ، فإن

∫ 𝑓
 

Γ

= 𝐹(𝑧𝑇) − 𝐹(𝑧𝐼 ) 

ي   Γ لأجل أي طريق
 نهايته.  𝑧𝑇بداية الطريق و  𝑧𝐼حيث و  𝐺فن
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 التكامل سيكون مستقلا  ملاحظة: 
ّ
هنة السابقة فإن وط المير قت شر

ّ
الطريق   عنإذا تحق

ي المنطقة ويصل. بمعنن أن المسلوك
ي  التكامل على أي طريق فن

ن فن ن نقطتي   يعتمد ، س𝐺بي 

ي البداية والنهاية. 
 فقط بنقطن 

∫ التكامل: احسب  مثال:  𝑧
 

Γ
𝑑𝑧  . 

 
ّ
𝑓(𝑧)إن = 𝑧  تابع مستمر على أي طريقΓ  إن من المستوي العقدي و

𝑧2

2
على  تابع أصلىي له 

هنة السابقة، يكون𝑧2نهايته و  𝑧1طريقا بدايته   Γ. فإذا كان  ℂكامل    : ، فحسب المير

∫ 𝑧
 

Γ

𝑑𝑧 = [
1

2
𝑧2]

𝑧1

𝑧2

=
1

2
(𝑧2

2 − 𝑧1
2) 

 استمرار تابع عقدي على منطقة غي  كافٍ لوجود تابع أصلىي له على تلك المنطقة.  ملاحظة: 
ّ
 إن

هنة السابقة على منطقةٍ  نتيجة:  وط المير قت شر
ّ
 التكامل للتابع 𝐺إذا تحق

ّ
طريق أي على  𝑓، فإن

ي 
.  𝐺مغلق فن

 
 سيكون معدوما

ر أن استمرار تابع عقدي غير كافٍ لوج
ّ
 ود تابع أصلي له عل تلك المنطقة: مثال معاكس يبير

𝑓(𝑧)لنأخذ التابع العقدي  =
1

𝑧
 عليها  ∗ℂ وهو مستمر على المنطقة 

 
 أصليا

 
ه ل يملك تابعا

ّ
، إل أن

 وجود تابع أصلىي له على تلك
ا
ه لو فرضنا جدل

ّ
المنطقة لوجب أن يكون التكامل  لأن

∫
1

𝑧

 

C+(0,1)
𝑑𝑧  الطريق 

ّ
، لأن

 
ي  𝐶+(0,1)معدوما

 قيمة هذا ∗ℂمغلق فن
ّ
 أن

 
، لكننا وجدنا سابقا

 على 2𝜋𝑖التكامل 
 
 أصليا

 
ه ل يملك تابعا

ّ
، وبالتالىي فإن

، وهذا تناقض. سببه الفرض الجدلىي الخاطئ

ℂ∗ . 

ي أن يكون التابع تحليلي عل منطقة ل
 وجود تابع أصلي عل هذه المنطقة؟هل يكفر

 هذا غي  كافٍ، والمثال المعاكس لذلك هو التابع 
ّ
ي الحقيقة إن

𝑓(𝑧)فن =
1

𝑧
، ∗ℂالتحليلىي على  

 ، كما وجدنا قبل قليل. ∗ℂوليس له تابع أصلىي على 

ي المتحان، فيتوجب إعادة جميع خطوات التمرين السابق بالتفصيل
ي حال ورود هذا السؤال فن

 فن

 وذلك باستبدال الستمرارية بالتحليلية. 

𝑓(𝑧)مثال: احسب تكامل  =
1

𝑧
 على أي منحنٍ مغلق ل يحوي بداخله المبدأ.  

ي منطقة تحقق  Γ: إذا كان الحل
منحنيا ل يحوي بداخله المبدأ فنستطيع جعله محتوى فن

دورة كاملة  اءهذه المنطقة والعودة إليها بإجر من  أي نقطةل يمكن النطلاق من  :"الخاصة

، وبالتالىي سيوجد فرع تحليلىي للتابع اللوغاريتمي على تلك دون الخروج منها" حول المبدأ 

 لــ  المنطقة، وسيكون هذا الفرع
 
 أصليا

 
𝑓(𝑧)تابعا =

1

𝑧
، مغلق Γ على تلك المنطقة، ولما كان 

 هذا التكامل 
ّ
 على هذا الطريق فإن

 
 . )حسب النتيجة السابقة( يكون معدوما

ة الثالثة عشر ...ا  ... نتهت المحاضن


